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Rappel : Raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence est une méthode de démonstration. On peut 'utiliser
lorsque 1'on est confronté a une question du type :

« Montrer que pour tout entier n plus grand que 0 (ou 1 ou 2...ou un entier ng)) , on
a [une propriété qui dépend de n]

La propriété est souvent notée P,, ou l'indice n montre qu’elle dépend de n.

Principe de démonstration en 3 étapes :

Initialisation.

Pour n = ny, on Vvérifie que la propriété P, est vraie.

Hérédité.

[l faut montrer que :

Pour tout entier n > ny, si la propriété P, est vraie alors la propriété P, 1 est vraie.

Conclusion.
D’apreés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n > nyg, la propriété P, est vraie.

Dans les récurrences le point le plus difficile est de montrer I’hérédité, mais dans le cas des
récurrences faisant intervenir des matrices, le principe est toujours a peu pres le méme :

Point méthode pour les récurrences matricielles

En ECT, la récurrence est souvent a utiliser dans des exercices sur les matrices, dans des
questions du type :
Montrer que pour tout entier n plus grand que 0 (ou 1), on a

M"™ = (uneformule)

Initialisation.

our n = ng, on vérifie que la propriété = .... est vraie. Si la propriété est a montrer
P . f | té Mmo i Sil té est t
pour ng = 0 alors il faut se souvenir que I'on a toujours

M = I (matrice identité)

Hérédité.

On suppose que M" = ..... et on veut démontrer que M™"! = |a formule ol I'on remplace
nparn+1

On utilise toujours le fait que

M™M= M x M
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Exemple résolu

2
0

Soit A = ( _01> Montrer que pour tout n € N, A" = (2 g )

0 (=1)"

Nous allons résoudre cet exercice en utilisant une récurrence. On note P,, la propriété

S 0
« A —< 0 (_1)n>»
Initialisation.

On nous demande de montrer que la propriété est vraie pour tout n € N donc ng = 0.

0
Il faut donc démontrer que M° = (2

0 (=1) est vraie. Or d’'une part : M" = I, (cf.point

méthode précédent).
Et d’autre part : 2° = (—=1)° = 1. Donc 200 N _ (Lo
patt == = - 0 (-1)°) ~ o1
Ce qui montre que la propriété P, est vraie au rang n = 0
Hérédité.

27L
Soit n un entier naturel fixé. On suppose que A" = ( (_1)n) et on va démontrer que

0
2n+1 0
n+1l __
A - < 0 (_1>n+1>

On écrit
A = A x A”
2 0 2" 0 , N
— (O _1> X (0 (_1)n> d’apres P,
B 2x2"4+0 24+0x(—1)
S \0x2"4(=1)x0 0+ (—1) x(—=1)"

(0 )

ce qu'il fallait démontrer. On sert ici du fait que si a est un nombre réel (positif ou négatif),
axa®=a""t

Conclusion.
D’apres le principe de récurrence, pour tout entier naturel n > 0, la propriété P, est vraie.
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Exercices

Exercice 1

: 1 1
Soit A = (0 1)

1. Calculer A2, A3

1
2. Démontrer par récurrence que pour tout n € N*, A" = (O Tf)

Exercice 2
3 0 0
Soit B= |0 —1 ?
0 0 <
2
3" 0 0
Montrer que pour tout n € N, A" = 0 (=" 10 "
0 0 —
(2
Exercice 3
0 0 —1
Soit N=[0 0 2
0 0 O

Calculer N? puis en déduire par récurrence que N® = 0 pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a 2.

Exercice 4 (Vu en TP Scilab)

1 11
Onpose C=|[1 1 1
1 11

1. Calculer C?, C3, C*

2. Démontrer par récurrence que C" = 3""!.C



