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Exercice 1

010 001 000
. & N=|0 01 000 |etN>=]00 0
000 000 000

(b) N? =0 donc (A—1T1)* =0 donc (X — 1) est un polyndéme annulateur de la matrice

A.

(¢) Les valeurs propres possibles de A sont les racines de (X — 1) donc, 1 est la seule
valeur propre possible.

(d) Si matrice A était diagonalisable il existerait P une matrice inversible telle que
1 00
A=PDP lavec D=0 1 0| =1I.
001
On aurait donc I'égalité A = P.I5.P~' = P.P~! = I3 ce qui est faux. Donc A n’est
pas diagonalisable.

A" = (N4 1) = f: (Z) NE R = f) (Z) N

Gt E—

=0 car N3=N%4=...=0
010 n(n—1) 00 1
—I—l—nOOl—i-T.OOO
000 000
n(n—1)
1
I B
— 10 1 n
00 1
Cette formule reste encore valable lorsque n = 0 et lorsque n =17
1 -1 1
3. (a) Par la méthode du pivot, on trouve A = |0 1 -1
0 0 1
(b) La formule de la question 2/ est encore valable lorsque n = —1 car dans ce cas
] n(n —1) 1 1 —1(2—2) 1 1 1
01 =n |[“|lo1 S |=(0 1 A
00 1 00 1 00 1

4. (a) zpy1 = 2, donc la suite (z,) est une suite constante égale a zp = 1.

(b) Ynt1 = Yn + 2n = yn + 1, donc (y,) est une suite arithmétique de raison 1, donc
Yn = Yo +r.n =1+ n pour tout n € N.
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Tpt1 Tn + Yn T, +1+n 1 10 T
X1 = n+2 n+2 = n—+ 2 =10 1 1].[n+1]=AX,
1 0 01 1
(b) Par récurrence : voir cours.
{ n n(n2— 1) 1
00 1 1
nn—1) |n* n
La lecture de la premiere coordonnée donne x,, = 1+n+ —5 |3 + 5 +1

Exercice 2

1
On considere la suite (u,) définie par : { "0~ 3
Pour tout n € N, u,, 11 = u,(1 — uy)

La fonction f est définie sur [0;1] par f(t) = t(1 —t).

1
1. (a) f'(t)=1(1—t)+t.(=1) =1—2t qui sannule en t = 5 e qui meéne au tableau de

variation :
T 0 L 1
2
f'(z) + 0 -
1
0 0
(b) Par récurrence (a rédiger) :
1 1
o Initialisation : ug = = € [0; =]
2 2
1
o Hérédité : Supposons que u,, € [0; 5]

1
Alors d’apres le tableau de variation u, 1 = f(u,) € [0; Z] donc plus largement

Ups1 € [0; =], ce qui montre I'hérédité.

2

 Conclusion : pour tout n € N, u,, € [0; 5]
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(¢) Upy1 = Up — uZ donc uy41 — u, = —u2 < 0 donc la suite (u,) est décroissante. De
plus elle est minorée par 0, elle est donc convergente.
d) lim u = lim u, = [, mais comme u =u,(l—u
( ) NS00 n+1 nesoo M ) n+1 n( n):
on a aussi lim u ={(1-1).
vl n+1 ( )

Comme la limite est unique on a | = I(1 — 1) = — [*.
Donc I* = 0 et donc [ = 0.

n—1
2. On définit pour tout entier naturel non nul n : S, = Y ug.
k=0
(a) Pour tout entier naturel k, uj, — w11 = up — up(l — ug) = uj,

(b) On a une somme télescopique, pour tout entier naturel non nul n :

n—1 n—1 1
2
Sn:E ukzg Uk_Uk+1:U0_un:§_un.
k=0 k=0

(¢) Pour vérifier que la suite (pg)ren est une loi de probabilité, il suffit de vérifier les
point suivants :

« Pour tout k € N, p, € [0,1] :

1
uy, € [0; 5] = uj € [0; Z] (par croissance de la fonction carrée)
= 2.u} € [0; 5]
= P € [O; 1]
+oo
. Zpk =1:
k=0

00 n—1 n—1

. : . 1
2 o=l > pr =l 3 2 = lim 2.5 —w)
k=0 k=0 k=0

=liml—-2u,=1-0=1

n—oo

Exercice 3

1. (a) function n=de()
tirage=grand(1,1,’’uin’’,1,6)
if tirage==6 then n=1
else n=0
end

endfunction

(b) function n=piece()
n=grand(1,1,’’uin’’,0,1)
endfunction
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(c) Y=0

if de()= 1 then Y=piece()+piece()
else Y= piece()

end

disp(Y)

2. (a) X suit une loi uniforme dans 'intervalle d’entier [1, 6] puisque le dé est équilibré.
(b) Formules du cours :

a+b 1+6 (b—a)* (6-1)> 25

E(X) = —— =35et V(X) = = = —.
(0 == - TSt VIX) =g 12 12
1
3. Pour obtenir 2 piles, il faut et il suffit d’obtenir un 6 au jet du dé (probabilité 5’ puis
1 1 1
deux fois piles au deux lancer de piece (probabilité 5 X 3= 1)
P(Y =2) = P([Y = 2] N[X = 6]) = & x & =
e B 764 24

4. (a) Pour k € {1,2,3,4,5}, Px—(Y = 0) représente la probabilité d’obtenir zéro pile
apres avoir obtenu k au lancer du dé. Comme il n’y a alors qu’un seul lancer de

1
piece, cette probabilité vaut 3
(b) Pix—¢(Y = 0) représente la probabilité d’obtenir zéro pile apres avoir obtenu 6 au
1
lancer du dé. Comme il y a deux lancers de piece, cette probabilité vaut 1

On applique la formule des probabilités totales avec ([X = k|)ref1,2,34,5,6) pour
systeme complet d’événement :

P(Y =0) = 26: Pix—g(Y = 0).P(X = k)

1 1 1 1
=5 X 3%% + 1755 (les probabilités sont les mémes pour k variant de 1 a 6)
11
24

11 1 12 1
Y t les valeurs 1,2 et 3 ont obtient que P(Y =1) =1 — — — — = =~ — _
(c) prenant les valeurs 1,2 et 3 ont obtient que P( ) 51 3 51~ 5

On peut donner le résultat sous forme de tableau :

k 0]1] 2
ITJI1]1 11 1 1 7
= —_ — e ]V_J7 s = —_ 1 — 2 _— = —
P(Y =k) 51 | 3 | 57 | L espérance est E(Y)=0x oy TIX g T2x o=

5. (a) La loi du couple (X,Y) est donnée par le tableau suivant (on vérifie que la somme
des cellules fait bien 1) :
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X
Y
o |LIL[L[L]L]L
121212121224
1 I
121212 |12]12 |12
> Jolololololl
24

(b) Cov(X,Y) = E(XY)—- E(X)E(Y).
Rappel : La tableau permet de calculer E(XY) en faisant la somme
des z;y, P([X = x| N[Y =y])) :

1 1 21 6 27
E(XY) = (1+243+445+6)+6x2x o= T+ =1
D’ou :
271 7 7 5
XY)=FXY)—EX)E(Y)= — — =X —=|—
Cou(X,Y) = B(XY) = BC)E(Y) = 10 = 5 % 15 = | 31
Exercice 4

1
1. (a) f(0)=0et lim —t=0 donc f est continue en 0.
t—0+ 2

Meéme si le texte ne le demande pas il peut étre utile de représenter la fonction f :

FIGURE 1 — La fonction f

f est une densité de probabilité car :

>
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» [ est continue par morceaux sur R avec un seul point de discontinuité (pour
x=2);
o f est positive;

« La valeur de l'intégrale de f sur | — oo; +oo[ est bien 1 :
+00 14217
/ t)dt = / ~tdt = l ]
1z
S2\2 2
=1

(b) D’apres le cours F(x):/x f(t)dt . 11 y a donc trois cas :
e Sizx<0,F(x)=0
v ] 121" 1 (2 0%\ a?
« Si0<z<2 Fla)=| stdt=|-.%| =5|5—%5]=-—+
<=2 Fa)=j s [22]0 2(2 2) i
e Siz>2 F(x)=1

(c) P(Xgl):p(l)zlz

1 1 1 1 3
e P< X<DN=F1)—F(2)=-—- — =
(2< <1) (1) (2> 4 16 16

(d) Il semble y avoir une petite erreur dans cette question. On peut seulement affirmer
que X est a valeur dans [0; 2] presque surement , mais c’est hors-programme.

9,
px) = [ erwa— [ La L[e)’
— tF)dt = | —dt = = | —
)= [ Tertoan= [TGa =5 5|
1 93
= — X —
273
_ |4
|3

3. Si on admet que X () = [0, 2] alors U(2) = [0;4]. Et :
e Sizx<0,G(z)=PU <x)=P(X*<2z)=0 (distinguer z = 0 et x < 0)
e Siz >4, Gx) = P(X? <4) = P(X <2)
précédente.
4. (a) U<2+= X?<2<= —v/2< X <2 Donc :

G(2):P(U§2):P(—\/§§X§ﬂ):p(\/i)_p(_\/ﬁ):@_oz 1
(b) On procede de la méme maniére :

Si0<z<4,Gx)=FH\z)—-F(—/r)= (\/E)Q—O:im.

= F(2) = 1 d’apres la question
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(¢) On a donc :

O0six <O
1
G(z) = Za:si()<x§4

1 sinon

On reconnait une loi uniforme sur [0, 4], donc X ~ U([0, 4])




